ALGEBRA APLICADA (6 ECTS)

Mostrar algumas das aplicacdes da algebra abstracta, nomeadamente da teoria de grupos,
anéis e corpos, assim como de outras areas mais recentes da algebra.

Exemplos de tépicos que poderdo ser abordados:

- Codigos correctores de erros: cédigos lineares e majorantes basicos; cddigos ciclicos,
c6digos BCH e c6digos de Reed-Solomon.

- O uso de algebra em criptografia, nomeadamente do corpo com 256 elementos no
Advanced Encryption Standard (AES).

- Reticulados e circuitos.

- Autématos, linguagens formais e semigrupos.

ANALISE E PROCESSAMENTO DIGITAL DE SINAL -
ANALISE E PROCESSAMENTO DIGITAL DE SINAL (6
ECTS)

I. INTRODUCAO

- Introdugdo e Motivagao para a disciplina.

I1. SINAIS, SISTEMAS, TRANSFORMADAS E APLICACOES

- Sinais e Sistemas: conceitos fundamentais numa perspectiva determinista.
- Série de Fourier. Transformada de Fourier, sinais periédicos /nao periédicos, fungoes
generalizadas

- Andlise de sinais e sistemas nos dominios tempo e frequéncia.

- Amostragem de sinais em tempo continuo

- Aplicacoes a dados de simulagdo e experimentais

[II. PROCESSAMENTO DE SINAL EM TEMPO DISCRETO

- Transformada Z: propriedades e utilizacdo na analise de sistemas.

- Filtragem FIR e IIR - implementacdo e analise.

- Introdugido a andlise espectral.

ANALISE LINEAR - ANALISE LINEAR (6 ECTS)

Espacos normados, espagos euclidianos. Completados. Séries de Fourier. Teorema da
Representacdo de Riesz-Fisher. Transformadas de Fourier e de Laplace. Aplicacdes lineares
continuas. Espaco dual. Operadores adjuntos. Espectro de uma aplicacdo linear limitada.
Aplicagdes compactas. Aplicacdes integrais. Teoria de Fredholm. Aplicagdes lineares em
espacos de Hilbert. Aplicagdes elipticas. Equacdes diferenciais lineares ordinarias.
Problemas de contorno.

GEOMETRIAS NAO EUCLIDIANAS - COMPLEMENTOS
DE GEOMETRIA (6 ECTS)

1) Geometria afim: coordenadas afins, transformacdes afins, estrutura abstracta de espago
afim, referenciais afins, razdo de trés pontos colineares, uso de métodos afins para
obtenciio de resultados geométricos elementares.



2) Circunferéncias no plano euclidiano (abordadas através das equagdes cartesianas):
poténcia de um ponto relativamente a uma circunferéncia, circunferéncias ortogonais,
feixes de circunferéncias, inversao.

3) Rectas projectivas reais e homografias: transformagdes de Mobius; razdo dupla de quatro
numeros reais; razdo dupla de quatro pontos colineares e de quatro rectas concorrentes no
plano; divisdo harmoénica de quatro pontos; homografia entre duas rectas; homografia de
uma recta em si mesma. Coordenadas homogéneas e homografias no plano projectivo real.
As homografias do plano projectivo que deixam invariante a recta de infinito sdo
precisamente as transformacoes afins de R 2.

4) Estudo elementar das conicas no plano euclidiano: defini¢do por foco e recta directriz;
equacdo cartesiana; defini¢cdo bifocal (cénicas com centro); sec¢des planas de um cone de
revolucdo (teorema de Dandelin); interseccdo de uma cénica com uma recta; tangentes a
uma cdnica; propriedades particulares (em especial propriedades dpticas) das parabolas,
elipses e hipérboles.

5) Coénicas no plano projectivo complexo: curvas algébricas de segundo grau; interseccao de
uma coénica regular com uma recta; uma cénica ndo é regular (i.e, a matriz de uma sua
equacdo tem determinante igual a zero) se e so se ela se decompuser em duas rectas (que
podem ser coincidentes); pontos conjugados relativamente a uma cdnica; recta polar de um
ponto e po6lo de uma recta; construgdo sé com régua das tangentes a uma conica (em
particular, a uma circunferéncia) por um ponto dado. Cénica definida por cinco pontos.
Teoremas de Pascal e Brianchon (sobre hexagonos inscritos ou circunscritos em cdnicas).

SISTEMAS E CONTROLO LINEAR - CONTROLO
AUTOMATICO (6 ECTS)

Modelos Matematicos de sistemas: discreto, continuo. Modelos ndo lineares;

Descricdo matematica de sistemas: Descricdo matematica de sistemas por equacgdes de
estado. Linearizacdo. Solucao das equacdes de estado. Transformada de Laplace no estudo
de sistemas lineares, matriz de transicdo, resposta impulsional e fun¢do de transferéncia,
isomorfismos de espago de estados;

Controlabilidade e observabilidade: defini¢des, teste PHP; Forma candnica controlavel e
forma candnica observavel. Realizacdo de funcdes de transferéncia, realizacdes controlaveis
e observaveis.

Estabilidade: estabilidade interna, definicGes, critérios; estabilidade externa: BIBO
estabilidade, critérios.

Compensadores e Observadores de estado: realimentacdo de estado e estabilidade interna;
Observadores assimptdticos; Estabilizacdo, sintese do compensador, principio da separacao.
Descricdo e andlise de sistemas no dominio da frequéncia.

EQUACOES AS DERIVADAS PARCIAIS E ANALISE DE
FOURIER (6 ECTS)

Séries de Fourier e a sua convergéncia. Equacdo do Calor. Equacdo de onda. Transformada



de Fourier e aplicagdes. Equacdo de Laplace.

GEOMETRIA DIFERENCIAL - GEOMETRIA
DIFERENCIAL (6 ECTS)

1) Curvas no espaco (revisdes) e curvas no plano (curvatura com sinal).

2) Superficies regulares em R"3: parametrizagdes; funcoes diferenciaveis em superficies;
espaco tangente; orientabilidade; a primeira forma fundamental (medicdo de Aareas,
comprimentos e angulos em superficies).

3) A geometria da aplicacdo de Gauss: a segunda forma fundamental; curvatura de uma
superficie.

4) Geometria intrinseca das superficies: aplicagdes conformes e isometrias; teorema egrégio
de Gauss; derivada covariante e transporte paralelo; curvatura geodésica; teorema de
Gauss-Bonnet; geodésicas.

5) Distancia intrinseca em superficies conexas. Superficies completas. Teorema de Hopf-
Rinow.

INTRODUCAO A TOPOLOGIA - INTRODUCAO A
TOPOLOGIA (6 ECTS)

Espacos métricos. Continuidade e convergéncia. Homeomorfismos. Conceitos métricos e
topolégicos: abertos, fechados; vizinhancas; aderéncia e interior; fronteira.

Topologias. Produto de espagos topoldgicos.

Espacos méricos conexos: Componentes conexas; produto de espagos conexos;
conectividade e invariantes topoldgicos; conexos por caminhos; fungdes continua em
conexos e generaliza¢des do teorema do valor intermédio de Bolzano.

Limites de sucessdes: Convergéncia e topologia. Sucessdes de fun¢des. Limites de fungdes.

Espacos Métricos Completos: Sucessoes de Cauchy. Completude. Teorema de Baire.

Espacos métricos compactos: definicdo e consequéncias.

LOGICA E FUNDAMENTOS - LOGICA E FUNDAMENTOS
(6 ECTS)

1. CALCULO PROPOSICIONAL: semantica, sintaxe, completude e compacidade

2. LINGUAGENS DE PRIMEIRA ORDEM: simbolos funcionais e relacionais, constantes,
linguagens com igualdade, termos e formulas

3. SEMANTICA: estruturas, interpretacdo das variaveis, consequéncia semantica, formulas
validas

4. SINTAXE: axiomas e inferéncia, consequéncia sintatica, consisténcia, forma normal
prenex



5. COMPLETUDE: teoremas da completude e da compacidade para a légica de primeira
ordem

6. LOGICA DE SEGUNDA ORDEM: légica de segunda ordem e légica de segunda ordem
mondadica, teorema de Rabin

7. 0S TEOREMAS DE INCOMPLETUDE DE GODEL: significado dos teoremas de
incompletude, demonstracdao de uma versao simplificada do primeiro teorema

8. CONSTRUCAO DOS NUMEROS NATURAIS: a axiomatica de Peano, construcio dos
numeros inteiros, construcdo dos nimeros racionais

9. CONSTRUCAO DOS NUMEROS REAIS: cortes de Dedekind, referéncia a construcio a base
de sucessoes de Cauchy

10. TEORIA AXIOMATICA DE CONJUNTOS: paradoxos resultantes da definicio intuitiva de
conjunto, axiomatica de Zermelo-Fraenkel, constru¢do dos numeros naturais nesta
axiomatica

11. ORDINAIS: conjuntos bem ordenados, inducdo transfinita, ordinais e suas propriedades
12. O AXIOMA DA ESCOLHA: axioma da escolha, diversas formula¢gdes equivalentes, um
axioma nao consensual

13. CARDINAIS: equipoténcia, conjuntos finitos e numeraveis, hipétese do continuo,
Teorema de Cantor-Schroder-Bernstein, Teorema de Cantor, cardinal de um conjunto

ALGEBRA COMPUTACIONAL - MATEMATICA
COMPUTACIONAL (6 ECTS)

Métodos computacionais em pelo menos duas areas distintas da matematica. Esta disciplina
podera ser dada em médulos, sugerindo-se os seguintes tépicos: Algebra Computacional,
Algebra Linear Numérica, Teoria da Aproximac¢do, Geometria Computacional, Métodos
Numéricos Iterativos, Teoria dos Numeros Computacional.

MATEMATICA DISCRETA (6 ECTS)

METODOS MATEMATICOS DA MECANICA ou METODOS
MATEMATICOS EM BIOLOGIA E MEDICINA - MODELOS
MATEMATICOS NAS CIENCIAS (6 ECTS)

Desenvolvimento de métodos matematicos para aplicacdo a modelacdo de fendmenos e
resolucdo de problemas em, pelo menos, duas areas cientificas distintas. Esta UC podera ser
dada em médulos, sugerindo-se que sejam tratados modelos de duas das disciplinas
Biologia, Economia e Fisica. Exemplificam-se possiveis temas a abordar:

- Desenvolvimento de métodos de sistemas dinamicos, equagdes diferenciais, modelos com
simetria e sistemas de células acopladas, para aplicacdo ao estudo de modelos em ecologia
de populacgdes, propagacdo de doencas infecciosas, propagacdo de impulsos nervosos ou
formacao de padrdes e morfogénese.

- Desenvolvimento de principios e métodos da Mecanica Newtoniana e Lagrangiana para
aplicacdo ao estudo do movimento de sistemas de particulas sob acdo de forgas



conservativas.

- Desenvolvimento de topicos de Probabilidades, Movimento Browniano e Processos
Estocasticos para introduzir os conceitos basicos de Matematica Financeira e abordar o
estudo de modelos de mercado.

OTIMIZACAO E APLICACOES (6 ECTS)

Modelos de Optimizacdo (lineares e ndo lineares). Exemplos. Viabilidade e optimalidade.
Estrutura geral dos algoritmos de optimizacdo. Restricdes. Convexidade. Convergéncia.
Optimizacdo sem restricoes. Métodos de busca. Métodos gradiente. Método das direcdes
conjugadas. Métodos Quasi-Newton. Aplicagcdes. Optimizagcdo com restrigdes. Método de
Lagrange. Introducdo aos métodos heuristicos (opcional).

PROJETO MULTIDISCIPLINAR (6 ECTS)

Desenvolvimento de projetos de carater multidisciplinar que devem integrar e aplicar, a
outras areas do saber, competéncias cientificas desenvolvidas ao longo da formacgao
curricular, nomeadamente a modelacdo, a identificacdo, a simulacdo, a previsido, a
optimizacdo e o controlo, e a utilizagdo de ferramentas avan¢adas de computagao.

SIMULACAO - SIMULACAO E PROCESSOS
ESTOCASTICOS (6 ECTS)

I. Simulacdo e Método de Monte Carlo

Aspetos estatisticos da simulacdo. Simulacao de dados (distribui¢des discretas e continuas):
métodos gerais, transformacdes e misturas; utilizacdo critica de geradores disponiveis
correntes. Integracdo de Monte Carlo e estimacdo de valores esperados. Técnicas de redugio
de variancia. Método de Monte Carlo em inferéncia estatistica. Métodos de reamostragem.

I1. Introducio aos Processos Estocasticos e sua Simula¢ido

Classes de processos estocasticos. Introducdo a andlise estatistica de sinais e séries
temporais: caracterizacdo, estacionariedade, autocorrelagao. Processos AR e MA. Estimacao
e simulacdo. Modela¢do/simulagdo: cadeias de Markov, processo de Poisson, passeio
aleatério; processos de nascimento e morte, filas de espera.

TEORIA DOS NUMEROS E CRIPTOGRAFIA - TEORIA DE
NUMEROS E APLICACOES (6 ECTS)

[0.] Introdugdo/motivacao
Uma breve introducao ao GAP.
A cifra RSA (rudimentos).

[I.] Nocoes basicas.

Principio da Boa Ordenacio / Inducio.
Algoritmo da divisao.

Nimeros primos e nimeros compostos.
Teorema Fundamental da Aritmética.



[II.] Congruéncias.

Introdugdo a aritmética modular; aplicagdes.
Teoremas de Fermat e de Euler.

Numeros de Fermat e nimeros de Mersenne.
Exponenciacdo Modular.

Teorema Chinés dos Restos.

[III.] Rudimentos sobre testes de primalidade e algoritmos de factorizacao.
Consideragdes sobre a distribuicdo dos numeros primos.

Pseudo-primos de Fermat.

Numeros de Carmichael.

Pseudo-primos fortes e testemunhas.

Método de factorizacdo de Fermat.

[IV.] Algoritmo de Euclides e aplicagoes.

Algoritmo de Euclides.

Algoritmo estendido de Euclides / Identidade de Bézout.
Inversos modulares.

[V.] Raizes primitivas.
Raizes primitivas médulo um inteiro.
Aplicagao: Protocolo de troca de chaves de Diffie-Hellman.

[VL.] Residuos quadraticos.
Simbolo de Legendre.

O caracter quadratico de 2.

Lei da reciprocidade quadratica.
Aplicagdes.

[VIIL] Criptografia.

Mais consideracoes sobre testes de primalidade e algoritmos de factorizagao.
O sistema criptografico RSA.

Consideragdes sobre outros sistemas criptograficos.



